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Woprowadzenie

Wprowadzenie

@ Metody czynnikowe stanowia zbiér metod i procedur
statystycznych pozwalajacych na redukcje duzej liczby
zmiennych do kilku wzajemnie nieskorelowanych czynnikéw

@ Za ich pomoca mozna zachowa¢ stosunkowo duza czes¢
informacji zawartych w zmiennych pierwotnych

o Jednoczesnie kazda z tych metod niesie inne tresci
merytoryczne
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Ogdlna charakterystyka

Obszar zastosowan
Podziat metod czynnikowych

@ Redukcja liczby zmiennych bez istotnej utraty zawartych w
nich informacji

e Transformacja uktadu zmiennych w nowy uktad czynnikéw
gtéwnych
@ Tworzenie skal i miar na podstawie wartosci kilku zmiennych

o Ustalanie wag okreslajacych znaczenie, jakie nalezy przypisaé
poszczegdlnym zmiennym podczas analizy

e Ortogonalizacja przestrzeni, w ktérej rozpatrywane s3a
analizowane obiekty

o Wykrywanie ukrytych zwigzkéw miedzy zmiennymi
@ Opis zjawisk za pomoca nowych kategorii zdefiniowanych
przez czynniki
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Ogédlna charakterystyka 4
& od Obszar zastosowan

Podziat metod czynnikowych

Przyktady zastosowan

o Kiedy interesuje nas eksploracja i rozpoznanie struktury
zbioru danych

@ Gdy nie posiadamy modelu ,gtebokiej” struktury czynnikow
wyjasniajacych zwiazki miedzy danymi

o Gdy potrzebujemy zredukowac zbiér zmiennych
skorelowanych ze soba do wykorzystania ich w postaci
zagregowanej w pdézniejszych etapach analizy

@ Gdy chcemy stworzy¢ skale, indeks, miernik ukrytego
zjawiska i jednoznacznie obliczy¢ jego wartos¢
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Ogédlna charakterystyka 4
& od Obszar zastosowan

Podziat metod czynnikowych

Przyktadowe pytania i zagadnienia badawcze

e Stworzenie indeksu kapitatu spotecznego (FA)

o Wypowiedzenie sie na temat postawy respondentéw w oparciu
o wiele stwierdzen dotyczacych jednego zagadnienia (np.
zadowolenia ze spedzania czasu wolnego) (FA lub PCA)

@ Stworzenie agregatowej zmiennej z wartosci pomiaréw
potrzebnej do dalszej analizy (PCA)

@ Stworzenie zmiennej opisujacej objawy depresji, do
wykorzystania w regresji liniowej, celem unikniecia silnego
skorelowania zmiennych (PCA)
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Ogédlna charakterystyka p
& sty Obszar zastosowan

Podziat metod czynnikowych

Dwa modele metod czynnikowych

o Model klasyczny, w ktérym wariancje catkowita zmiennych
dzieli sie na wariancje wspdlna i wariancje specyficzna
(klasyczna analiza czynnikowa)

o Model komponentowy, w ktérym nie uwzglednia sie
struktury wariancji (metoda sktadowych gtéwnych)
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Formalny zapis modelu i metody szacowania
Rotacja czynnikéw

Wybér optymalnej liczby czynnikéw
Interpretacja i ocena jakosci

Klasyczna analiza czynnikowa

Ogodlna charakterystyka metody

e Klasyczna analiza czynnikowa (ang. factor analysis (FA))
stuzy do znajdowania ukrytych czynnikéw, ktére okreslaja
zwigzki pomiedzy zmiennymi pierwotnymi (obserwowanymi)

@ Zbiér zmiennych pierwotnych dzieli sie na podzbiory, ktére sa
silnie determinowane przez okres$long grupe czynnikéw
(ukrytych) a stabiej przez pozostate

@ Jest to metoda modelowania liniowego — zakfada sie, ze
zmienne mozna przedstawi¢ za pomoca liniowej funkcji
zmiennych ukrytych (czynnikéw)

@ Nie ma podziatu na zmienne objasniajace i objasniane
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Formalny zapis modelu i metody szacowania
Rotacja czynnikéw

Wybér optymalnej liczby czynnikéw
Interpretacja i ocena jakosci

Klasyczna analiza czynnikowa

Obszar zastosowania analizy czynnikowe;j

@ Analiza wyjasniajaca (eksploracyjna)

o Czynniki sa opisywane przez grupowanie w zbiory zmiennych
najsilniej ze soba skorelowanych;

e Technika ma za zadanie wykry¢ zalezno$ci pomiedzy
zmiennymi pierwotnymi, a zmiennymi ukrytymi bez wstepnych
zatozen dotyczacych kierunku tych powigzan;

@ Analiza potwierdzajaca (konfirmacyjna)

e Za jej pomoca weryfikujemy poprawno$¢ teorii, czyli hipotez
badawczych o wystepowaniu pewnych nieobserwowanych
zjawisk

o Technika ta weryfikuje okreslong strukture czynnikéw, w ktorej
zmienne pierwotne zalezg od domniemanych lub znanych
badaczowi zmiennych ukrytych
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Formalny zapis modelu i metody szacowania
Rotacja czynnikéw

Wybér optymalnej liczby czynnikéw

Interpr ocena jakosci

Klasyczna analiza czynnikowa

Zaleznos¢ funkcyjna

X,':f(Fl,Fg,...,Fp)—l-€i

@ p — liczba zmiennych ukrytych

@ k — liczba zmiennych pierwotnych

@ X; — zmienna wyjsciowa, o ktérej zaktada sie, ze ma rozktad
normalny (i =1, ..., k)

@ Fj — zmienna ukryta, czynnik j = 1,2,..., p, gdzie p < k

@ ¢; — czynnik losowy, zaktada sig, ze jest to zmienna losowa o

rozktadzie normalnym
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Formalny zapis modelu i metody szacowania
Rotacja czynnikéw

optymalnej liczby czynnikéw
Interpretacja i ocena jakosci

Klasyczna analiza czynnikowa

Zaleznos¢ funkcyjna cd.

Xi = Ainhh + Ainfa + -+ + Aipfp + €
X =NAf+e

@ )\; — waga stojaca przy j-tej zmiennej ukrytej dla i-tej
zmiennej pierwotnej, inaczej tadunek czynnikowy
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Formalny zapis modelu i metody szacowania
Rotacja czynnikéw

Wybér optymalnej liczby czynnikéw

Interpr ocena jakosci

Klasyczna analiza czynnikowa

Zatozenia dotyczace wariancji

k
oi =Ny AN N =) M+

Cov(Xi, X;) = AinAj1 + - + AipAjp

d =M +o

i — wariancja zmiennej wyjsciowe] X;
J 1 )\2 — zmienno$¢ wspdlna zmiennej wyjsSciowe] X;
@ — zmienno$¢ swoista zmiennej wyjsciowej X;

> — macierz kowariancji, ¢ to macierz z wartosciami
swoistymi na przekatnej (szacowana za pomoca macierzy
kowariancji lub korelacji z préby)
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Formalny zapis modelu i metody szacowania

5 A Rotacja czynnikéw
Klasyczna analiza czynnikowa ;
Ny Wybér optymalnej liczby czynnikéw

Interpr ocena jakosci

/Zatozenia dodatkowe

@ Czynniki wspdlne nie sa skorelowane ze soba

e Czynniki swoiste (inaczej specyficzne) nie sg skorelowane ze
soba

@ Czynniki wspdlne i swoiste nie s3 ze soba skorelowane

o Wartosci czynnikédw wspdlnych sa wystandaryzowane:
E(Fj))=0i Var(Fj) =1
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Formalny zapis modelu i metody szacowania
5 A Rotacja czynnikéw
Klasyczna analiza czynnikowa -’
y optymalnej liczby czynnikéw

Interpretacja i ocena jakosci

@ Szukamy oszacowan fadunkéw dla czynnikéw oraz dla czesci
wspdlnej wariangji

@ Po okredleniu rozwigzania poczatkowego w nastepnym kroku
mozna dokona¢ rotacji czynnikdw w celu tatwiejszej
interpretacji

@ Rozwigzujemy wzgledem Aid ograniczenie:

S_AN+6
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Formalny zapis modelu i metody szacowania
Rotacja czynnikéw

Wybér optymalnej liczby czynnikéw
Interpretacja i ocena jakosci

Klasyczna analiza czynnikowa

Metoda osi gtéwnych

o Metode osi gtéwnych stosuje sie przy wyznaczaniu
wspotczynnikéw gtéwnych sktadowych

@ Jedyna réznica, w stosunku do procedury stosowanej w
analizie gtéwnych sktadowych, polega na wykorzystaniu
zredukowanej macierzy korelacji zamiast petnej macierzy
korelacji

o Na gtéwnej przekatnej zredukowanej macierzy korelacji
zamiast jedynek znajduja sie wartosci zasobéw zmiennosci
wspolnej kolejnych zmiennych pierwotnych
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Formalny zapis modelu i metody szacowania
Rotacja czynnikéw

Wybér optymalnej liczby czynnikéw
Interpretacja i ocena jakosci

Klasyczna analiza czynnikowa

Metoda centroidalna

@ Opiera sie na geometrycznym podejsciu do analizy czynnikowe;j
o Kolumny macierzy danych wejsciowych mozna interpretowac
jako konfiguracje m wektoréw zmiennych w n wymiarowe;j
przestrzeni euklidesowej R,. Wzajemny uktad wektoréw,

reprezentujacych zmienne, okresla korelacje pomiedzy
zmiennymi, tzn. cosinusy katéw miedzy wektorami sa rowne
wspotczynnikom korelacji pomiedzy zmiennymi

o Zakfada sie, ze osie poszczegdlnych czynnikdéw przechodza
przez $rodki ciezkosci (centroidy) konfiguracji wektoréw

@ Kolejne czynniki wyjasniaja maksymalna cze$¢ zmiennosci
wspdlnej zmiennych pierwotnych

@ Wartosci tadunkdédw czynnikowych to wspétrzedne punktéw
reprezentujacych zmienne w nowym, ortogonalnym uktadzie
odniesienia
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Formalny zapis modelu i metody szacowania
Rotacja czynnikéw

Wybér optymalnej liczby czynnikéw

Interpr ocena jakosci

Klasyczna analiza czynnikowa

Metoda najwiekszej wiarogodnosci

o W przeciwienstwie do innych metod, nalezy okredli¢ liczbe
czynnikéw wspolnych, ktéra chcemy uzyskaé przed
przystapieniem do analizy

o Zatozenie: dane wejsciowe, zmienne wyjsciowe, skfadnik
losowy oraz funkcje zmiennych ukrytych pochodza z préby o
wielowymiarowym rozktadzie normalnym

@ Posta¢ analityczna funkcji wiarogodnosci:

1
L= —En{/n\/\/\/ + &| + tr(SIAN 4 & 71))
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Formalny zapis modelu i metody szacowania
Rotacja czynnikéw

Wybér optymalnej liczby czynnikéw

Interpr 2 i ocena jakosci

Klasyczna analiza czynnikowa

Rotacja czynnikéw

@ Uzyskana macierz tadunkéw czynnikowych nie jest jedynym
mozliwym rozwigzaniem analizy czynnikowe;j

@ Mozna stworzy¢ nieskonczenie wiele réznych macierzy
tadunkéw czynnikowych poprzez obrét uktadu wzajemnie
ortogonalnych osi

@ Rotacja ma poméc w znalezieniu uktadu, ktéry bedzie
prostszy w interpretacji

@ Istnieja dwie grupy metod rotacji: ortogonalne i ukosne

P.Strawinski, D.Celinska-Kopczynska, M.Nasinski Analiza Wielowymiarowa



Formalny zapis modelu i metody szacowania
Rotacja czynnikéw

Wybér optymalnej liczby czynnikéw
Interpretacja i ocena jakosci

Klasyczna analiza czynnikowa

Rotacje ortogonalne

@ Polegaja na znalezieniu ortogonalnej macierzy transformacji

@ Najbardziej znane metody to varimax i quartimax

@ Varimax minimalizuje liczbe zmiennych potrzebnych do
wyjasnienia danego czynnika

o Quartimax minimalizuje liczbe czynnikéw potrzebnych do
wyjasnienia danej zmiennej
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Formalny zapis modelu i metody szacowania
Rotacja czynnikéw

Wybér optymalnej liczby czynnikéw
Interpretacja i ocena jakosci

Klasyczna analiza czynnikowa

Rotacje ukosne

o Macierz fadunkdédw czynnikowych staje sie macierzg wzorcéw
zachowan

@ Do wyznaczenia korelacji czynnikéw wykorzystuje sie wagi
nadane poszczegdlnym czynnikom F
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Formalny zapis modelu i metody szacowania
Rotacja czynnik

Wybér optymalnej liczby czynnikéw
Interpretacja i ocena jakosci

Klasyczna analiza czynnikowa

Metody wyboru liczby czynnikéw

Do wyboru optymalnej liczby czynnikéw mozna stosowac
nastepujace metody:

@ Metode wartosci wtasnych wiekszych od jednosci
@ Metode procentu wariancji ttumaczonej przez czynniki

o Metode testu osypiska

Ale i tak ostateczna decyzja jest subiektywnym wyborem badacza

P.Strawinski, D.Celinska-Kopczynska, M.Nasinski Analiza Wielowymiarowa



Formalny zapis modelu i metody szacowania
Rotacja czynnikéw

Wybér optymalnej liczby czynnikéw
Interpretacja i ocena jakosci

Klasyczna analiza czynnikowa

Metoda wartosci wtasnej wiekszej od jednosci

@ Jest to najczesciej spotykana metoda: kazdy czynnik powinien
wyjasnia¢ zmienno$¢ co najmniej jednej zmiennej pierwotne;j
@ Polecana, jezeli liczba zmiennych jest wieksza niz 20

@ W przypadku analiz na mniejszych zbiorach danych, metoda
ta ma tendencje do wybierania zbyt matej liczby czynnikéw
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Formalny zapis modelu i metody szacowania
Rotacja czynnikéw

Wybér optymalnej liczby czynnikéw
Interpretacja i ocena jakosci

Klasyczna analiza czynnikowa

Metoda procentu wariancji ttumaczone;j

@ Liczba wybranych czynnikéw ustalana jest na podstawie
procentu wariancji przez nie ttumaczonej

e Dazymy do odtworzenia co najmniej 70% wariancji (nizsze
wartosci w przypadku duzych zbioréw danych)

@ Zaden kolejny czynnik poza wybranymi nie ttumaczy wiecej
niz 5% wariancji
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Formalny zapis modelu i metody szacowania
Rotacja czynnikéw

Wybér optymalnej liczby czynnikéw
Interpretacja i ocena jakosci

Klasyczna analiza czynnikowa

Metoda testu osypiska

o Najpierw sporzadzamy wykres, na ktérym na osi poziomej
umieszczamy kolejne czynniki, natomiast na osi pionowej ich
wartosci wiasne

@ Szukamy punktéw zatamania, w ktérych zmienia sie kat
zatamania krzywej (zaczynaja sie kolejne rumowiska)

@ Miejsce punktu zatamania okresla maksymalng liczbe
czynnikéw kwalifikujacych sie do dalszej analizy

@ Metoda ta pozwala wtaczy¢ do analizy wieksza liczbe
czynnikéw niz metoda wartosci wtasnych wiekszych od 1
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Formalny zapis modelu i metody szacowania
Rotacja czynnikéw

Wybér optymalnej liczby czynnikéw
Interpretacja i ocena jakosci

Klasyczna analiza czynnikowa

Nazwy czynnikéw

@ Dla kazdego czynnika wybieramy kilka zmiennych o
najwyzszych tadunkach czynnikowych

@ Nastepnie probujemy nadaé nazwe czynnikowi, wykorzystujac
najwazniejsze zmienne

@ Po ustaleniu nazw czynnikdéw nalezy podjaé prébe znalezienia
odniesienie zmiennych do danego, gtebszego wymiaru, ich
zwiagzek z badana zmienna ukryta
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Formalny zapis modelu i metody szacowania
Rotacja czynnikéw

Wybér optymalnej liczby czynnikéw
Interpretacja i ocena jakosci

Klasyczna analiza czynnikowa

Wskaznik Kaisera-Mayera-Olkina (KMO)

@ Informuje, czy istniejg podstawy do stosowania analizy
czynnikowej

@ Indeks o wartosciach [0,1] poréwnuje czastkowe wspdtczynniki
korelacji z dwuzmiennowymi wspotczynnikami korelacji

Yk i T
it 2 T T Dt 2yt ¥

@ rjj — element macierzy korelacji R

KMO =

@ ajj — wspodtczynnik korelacji czastkowej

@ Im warto$¢ wskaznika blizsza 1, tym silniejsze podstawy do
zastosowania analizy czynnikowe]
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Formalny zapis modelu i metody szacowania
ja czynnikéw

Wybér optymalnej liczby czynnikéw

Interpretacja i ocena jakosci

Klasyczna analiza czynnikowa

Test Bartletta o sferycznosci

@ Hp: R =1 (macierz korelacji jest macierza jednostkowa)
@ Hi: R # | (macierz korelacji nie jest macierza jednostkow3)

@ Celem jest odrzucenie Hy
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Ogélna charakterystyka

Analiza sktadowych gtéwnych (PCA) Metoda

Analiza sktadowych gtéwnych (PCA)

@ Stanowi metode transformacji zmiennych pierwotnych we
wzajemnie ortogonalne nowe zmienne, tzw. sktadowe gtéwne

@ Stuzy redukcji wymiaru przestrzeni cech oraz pogrupowaniu
ich w podzbiory

@ Dzieki niej mozna graficznie zaprezentowa¢ konfiguracje
poréwnywanych zmiennych
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Ogélna charakterystyka

Analiza sktadowych gtéwnych (PCA) Metoda

Ogdlna charakterystyka — cd.

@ Zmienne pierwotne poddaje sie standaryzacji, wiec ich
wariancje s3 sobie réwne

o Nowa agregatowa zmienna powinna wyjasnia¢ maksymalna
czes¢ wariancji zmiennych pierwotnych

@ Wariancja nowej zmiennej agregatowej jest nazywana
wartoscia wiasna (ang. eigenvalue)

@ Zbiér danych powinien by¢ jednorodny (brak obserwacji
odstajacych)
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Ogdlna charakterystyka

Analiza sktadowych gtéwnych (PCA) teteet

Zapis formalny modelu

PCi = win X1 + wip Xo + - - + wix Xk

k
E 2 _
=1

@ Wspodtczynniki w przy zmiennych X stanowia wagi, jakie
przypisuje sie zmiennym w tworzeniu sktadowej gtéwne;j

@ Zaktadamy, ze poszukiwane czynniki s3 niezalezne i maja
wystandaryzowany rozktad normalny
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Ogdlna charakterystyka

Analiza sktadowych gtéwnych (PCA) teteet

Wyznaczanie wspotczynnikéw

Wartosci wektora w s3 tak dobierane, aby maksymalizowaé
wariancje PC

Szukamy warto$ci wiasnych nastepujacego uktadu réwnan:

IR—X|=0

R — macierz korelacji k zmiennych wyjsciowych (pierwotnych)

A — macierz wektoréw wtasnych o wymiarach kxk

Wariancja i-tej sktadowej to i-ta wartos¢ wtasna
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Ogdlna charakterystyka

Analiza sktadowych gtéwnych (PCA) teteet

Wyznaczanie wspotczynnikéw — cd

@ Kazdej wartosci wtasnej odpowiada wektor wtasny macierzy o

postaci:
Rw; = A\jw;

o w; — wektor wiasny macierzy korelacji

o Wartosci sktadowe tego wektora stanowig wartosci
wspotczynnikdw przy zmiennych pierwotnych; ich kombinacja
tworzy nowe zmienne: sktadowe gtéwne

@ Putapka: utworzona kombinacja liniowa jest zalezna od
jednostek miary i rzedéw wielkosci poszczegdlnych zmiennych
(nalezy standaryzowaé zmienne!)
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Ogdlna charakterystyka

Analiza sktadowych gtéwnych (PCA) Metoda

Wybor optymalnej liczby sktadowych gtéwnych

@ Dazymy do odtworzenia maksymalnej ilosci informacji z
pierwotnego zbioru zmiennych

o W praktyce wybieramy liczbe sktadowych, ktére tacznie
wyjasniaja powyzej 70% zmienno$ci zmiennych pierwotnych

@ Nie uwzglednia sie tych sktadowych gtéwnych, dla ktérych
wartosci wtasne s3 nizsze od Sredniej

@ Mozna opusci¢ sktadowe gtéwne, dla ktérych wartosci wtasne
s3 nizsze od 1 (symulacje wskazuja, ze lepszym progiem jest
0,7)

o Opuszczamy skfadowe gtdéwne, ktére majg mniejszy udziat w
wariancji niz 5%
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Poréwnanie FA i PCA

Wybor wtasciwego modelu

@ Wybdr miedzy PCA a FA zalezy przede wszystkim od celu
analizy

o W klasycznej analizie czynnikowej mata liczba czynnikéw
pozwala wyjasniaé zaleznosci pomiedzy zmiennymi
obserwowanymi; chcemy zidentyfikowaé zmienne ukryte

e W analizie sktadowych gtéwnych dazymy do zachowania jak
najwiekszej ilosci informacji przy jak najmniejszej liczbie
nowych zmiennych; chcemy uprosci¢ strukture danych

@ FA to analiza modelowa, PCA to technika eksploracyjna,
pomocnicza
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Poréwnanie FA i PCA

FA i PCA — réznice

@ Wariancja — FA obejmuje pewna czes$¢ wariancji, zwana
wariancja wspélng PCA obejmuje wariancje catkowitg
zmiennych

@ Punkt wyjscia — dla FA to zredukowana macierz korelacji; dla
PCA zwykfa macierz korelacji

@ Zmienne pierwotne — w FA zmienna pierwotna jest funkcja
czynnikéw wspdlnych i swoistych; w PCA gtéwna sktadowa
jest funkcja zmiennych pierwotnych

e Zaleznosci — w FA czynniki moga byc skorelowane; w PCA
skfadowe gtéwne s3 zawsze niezalel Lne
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